
Algoritmos de entropía estable y 
el esquema SSDC para CFD 
compresible
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Qué se sabe?

• No existe una teoría general para conservación no-lineal que pueda usarse.
• Una estimación de la estabilidad no es suficiente (para cons. no-lineal).
• Fundamental (no queremos que la solución falle - ”blow up”)!

Es un problema bien formulado?
(Clay Mathematics Institute Millenium Prizes)

Ecuaciones de Navier-Stokes compresibles



A nivel contínuo, el análisis de entropía (método de energía/entropía) conduce a:

Término de BCs Disipación Función de Entropía

Usando los esquemas diseñados de DG colocado con entropía estable (de cualquier orden), 
obtenemos:

Mimético!

Ecuaciones de Navier-Stokes compresibles



Ecuaciones de Navier-Stokes compresibles

Condiciones de borde de pared (wall)

Qué prescribe la condición de borde de pared al campo de velocidad?



Condiciones de borde de pared con entropía estable

Se reformula la semi-discretización utilizando un enfoque DG local y penalización interna (LDG-
IP) y utilizando el esquema de términos de aproximación simultánea (simultaneous-
approximation-terms, SAT):

Elemento a la 
“izquierda”

Elemento a la 
“derecha”



El análisis de entropía para la condición térmica expresa que:

Supersonic cylinder

Delta wing

Supersonic wedge
(Schardin’s experiment)

Condiciones de borde de pared con entropía estable

NASA common research model



Estudio de convergencia para el flujo en una cañería con sección transversal anular 
(orden de precisión = p + 1):

Condiciones de borde de pared con entropía estable



Condiciones de borde de pared con entropía estable

Flujo en cavidad con flujo de calor:



Solución: crear un operador SBP basado en un elemento “macro” y usar las condiciones establecidas por
la ley de conservación geométrica para satisfacer la ecuación de arriba (es decir, conservación y 
estabilidad de entropía).

Adaptación hp: cuándo la necesitamos?

Video realizado por Kevin Schaal 
(Hidelberg University)



Propagación de vórtice isentrópico:

10-13 (doble) precisión de máquina

Adaptación hp: verificación de la conservación de 
entropía

La entropía es conservada tal y como se demuestra teóricamente.



Para el esquema de relajación global:

Integración temporal: esquemas Runge-Kutta

Idea: escalar los “pesos” del esquema Runge-Kutta



Propagación de vórtice isentrópico:

La entropía es conservada tal y como se demuestra teóricamente.

Integración temporal: esquemas Runge-Kutta



Flujo supersónico alrededor de una barra prismática de sección cuadrada:

Integración temporal: esquemas Runge-Kutta

Evolución en el tiempo del factor de relajación 



Qué nos permite realizar esta
tecnología?
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Flujo supersónico alrededor de un cilindro dentro de 
un conducto

(a) Density, ⇢.

(b) Temperature, T .

(c) Velocity component in the x1 direction, U1.

(d) Velocity component in the x2 direction, U2.
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Shock wave theory
Numerical results [9]
SSDC solver

θ (ángulo de deflexión) vs β (ángulo de onda de choque)

Setup:

• Re = 104.

• Ma = 3.5.
• Esquemas de 2do a 5to orden. 
• ~33.95 x 103 DOFs .



Experimento de Schardin

Setup:

• Re = 2.15 x 105.

• Ma = 1.34.
• Esquemas de 2do a 6to orden. 
• 1.3 x 106 DOFs .
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Ray-shock theory [103]
Experimental data [21]
Numerical results [9]
Numerical results [22]
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Ubicación del punto “triple”.



Perfil alar Valeo-CD

(a) Global view for the case AOA4p6 (top) and AOA7p7 (bottom).

(b) Top view for the case AOA4p6. (c) Top view for the case AOA7p7.
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Experiments [10]

Numerical results [10]

SSDC solver |AOA4p2
SSDC solver |AOA4p6

(a) AoA = 4�.
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Experiments [10]

Numerical results [10]

SSDC solver |AOA7p3
SSDC solver |AOA7p7

(b) AoA = 7�.

Setup:

• Re = 8.30 x 105.

• Ma = 0.3.
• Esquemas de 3er a 8vo orden. 

M. Parsani, R. Boukharfane, I.R. Nolasco et al. Journal of Computational Physics 424 (2021) 109844

Fig. 16. Compressible isotropic turbulence; (a-b-c-d) Mat = 0.3 and Reλ = 72, and (e-f-g-h) Mat = 0.1 and Reλ = 72.

Table 1
Main parameters used for the simulations of the Valeo-CD blade.

Case Ma = U∞√
γ RT∞

Re = U∞c
ν AoA Lx3 Ncells p #DOFs

AOA4p2 0.3 8.30 × 105 4◦ 10% c 8.500 × 105 2 2.295 × 107

AOA4p6 0.3 8.30 × 105 4◦ 10% c 6.864 × 104 6 2.354 × 107

AOA7p3 0.3 8.30 × 105 7◦ 10% c 8.500 × 105 3 5.440 × 107

AOA7p7 0.3 8.30 × 105 7◦ 10% c 1.086 × 104 7 5.558 × 107

size of the turbulent structures in the flow. For both angles of attack, the boundary layer is laminar in the lower pressure 
side of the airfoil, whereas the upper part features a transitional and turbulent boundary layer. The 4◦ case (top plot of 
Fig. 18) shows a late transition from a laminar to a turbulent state in the shear layer compared with the 7◦ case (bottom 
plot), where such transition then results in a more massive generation of vorticity downstream of the leading edge, with 
larger vortices shed from the suction side of the blade.

In Fig. 19, we compare the computed mean static pressure distribution, CP , with the wind-tunnel measurements and 
LES computations presented in [10,11] and performed with an unstructured finite-volume code employing a grid-adaptive 
reconstruction strategy, blending a high-order polynomial interpolation with low-order upwind fluxes [50]. The SSDC re-
sults are in very good agreement with the experiments for both angles of attack and each solution polynomial degree. 
Note that the lower polynomial degree solutions appear to be in better agreement with the experiment near the leading 

15



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

⌘

�
C
P

x1/cr = 0.80

Experiments [44]
SSDC solver

(a) Round leading edge.
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(b) Sharp leading edge.
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(c) Round leading edge.
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(d) Sharp leading edge.

Setup:

• Re = 106.

• Ma = 0.07.
• AoA = 13o.
• 100 x 106 DOFs.

CP

(a) Round leading edge.

CP

(b) Sharp leading edge.

Distribución del coeficiente de presión.

Ala Delta



Automóvil completo de F1 (McLaren): nunca fue simulado con un solver Navier–Stokes 
compresible de alto orden, adaptivo y con conservación de entropía.

Solvers comerciales de amplio uso han
fallado (NaN)

Automóvil de F1



Alerón frontal F1

Automóvil McLaren F1 - Imperial front wing:

• ~250 x 106 DOFs.

• KAUST SSDC solver.

• 64,000 CPU cores Shaheen XC40.

Pressure coefficient.

Geometría y zoom cerca de la malla de 
superficie:



Automóvil F1 completo

0.8 x 1012 DOFs



Experimento “juncture flow” de la NASA

Simulación del flujo alrededor del avión complete con un solver de alto orden con adaptación hp:

• No de Reynolds: Re = 2.4 x 106.
• No de Mach: Ma = 0.189.
• Ángulo de ataque: AoA = -2.5o.

Modelo en túnel de viento
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(a)

(b)

Setup computacional con SSDC



Experimento “juncture flow” de la NASA

Simulación del flujo alrededor del avión complete con un solver de alto orden con 
adaptación hp:

• ~600 x 109 DOFs.

• Aproximadamente 10 millones de horas core.
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Ubicación de las mediciones:



El costo de la simulación completa resultó muy cercano al requerido por códigos de bajo orden (2021 AIAA SciTech
Conference). Simulaciones actuales con SSDC mostraron un ahorro en tiempo del 18% (para un proyecto que precisa de
20M horas core, significa un ahorro de ~USD 100K y 5 días de cómputos usando 16k CPU cores en Shaheen)

Experimento “juncture flow” de la NASA

Experimento en túnel de viento
Excelente concordancia con los datos

experimentales:



NASA common research model

Setup:

• Re = 5 x 106.

• Ma = 0.85.
• AoA = 2.75o.
• Large-eddy simulation (LES)
• 0.7 x 1012 DOFs.



Resumen
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• Solver de alto orden, escalable, compresible, con adaptación hp y entropía estable (∼ 2028). 

o Conservación y estabilidad de entropía en condiciones de contorno “wall”.

o Automatización de malla con control adaptivo (adaptación hp).

o Esquemas de Runge-Kutta estables y adaptivos con estabilidad de entropía.

o Solver para cálculo de alto desempeño (HPC) adaptivo con estabilidad de entropía, 2021.

Dónde estamos?



• Desafíos por resolver:

• Positividad.

• Integración temporal implícita – precondicionamiento.

Como comunidad se ha realizado un gran paso. Se ha demostrado que los esquemas de 
atlo orden (Nek5000, PyFR, MFEM, SSDC, y otros) pueden ser robustos y muy eficientes en
la era actual de supercomputadoras “Petascale” y se espera mucho más en la futura era de 

las “Exascale”. 

Dónde estamos?



…

Muchas gracias por su atención!

HALCÓN PEREGRINO




