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Últimos 8/9 años

Solvers con entropía estable 
para “producción”

(~2028)

Adaptación automática de 
malla

(~ 2029)

El comienzo …
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• Solver de alto orden, escalable, compressible, con adaptación hp y entropía estable (∼ 2028). 

o Conservación y estabilidad de entropía en condiciones de contorno “wall”.

o Automatización de malla con control adaptivo (adaptación hp).

o Esquemas de Runge-Kutta estables y adaptivos con estabilidad de entropía.

o Solver para cálculo de alto desempeño (HPC) adaptivo con estabilidad de entropía, 2021.

Problemas principales (y su solución) discutidos aquí
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Flujo supersónico con el método de soluciones fabricadas:

Por qué esquemas de alto orden?



Flujo alrededor de un cilindro circular: controlar el desprendimiento de vórtices
es clave en diversas aplicaciones en ingeniería:

• Reducción de vibraciones y ruido
• Reducción del arrastre
• Suprimir o retrasar la separación de vórtices

Por qué esquemas de alto orden?



Edificaciones en altura, efectos sobre dispersión de contaminantes, confort

Por qué esquemas de alto orden?



Flujo de viento alrededor de islas

Por qué esquemas de alto orden?



Por qué esquemas de alto orden?

Vórtices en el corazón (heart ring vortices)



Por qué esquemas de alto orden?

Corales blandos



2 4 6 8 10

0.0

0.5

x1/D

h
U
1
i
/U

ex
t

Experiments [79]
Numerical results [28]
SSDC solver

(a)

�2 �1 0 1 2

�2.0

�1.0

0.0

1.0

x2/D

h
U
1
i
/U

ex
t

(b)

�2 �1 0 1 2

�2.0

�1.0

0.0

x2/D

h
U
2
i
/U

ex
t

(c)

�2 �1 0 1 2

�0.4

�0.2

0.0

x2/D

h
U
0 1
U
0 2
i
/U

2 ex
t

(d)

• Una única configuración (basada en Re = 3.9 x 103).

• Speedup y costo vs. 2nd order solvers: 7% (~10k), 22% (~25k), y 38% (~34k) (wall-clock time/USD).

Por qué esquemas de alto orden?

Resultados para Re = 3.9 x 103



• Una única configuración (basada en Re = 3.9 x 103).

• Speedup y costo vs. 2nd order solvers: 7% (~10k), 22% (~25k), y 38% (~34k) (wall-clock time/USD).

Por qué esquemas de alto orden?

Distribución del grado de los polinomios.
No. total de elementos ~ 8.9 x 104 – No. total de DOFs ~ 1.4 x 107



• Una única configuración (basada en Re = 3.9 x 103).

• Speedup y costo vs. 2nd order solvers: 7% (~10k), 22% (~25k), y 38% (~34k) (wall-clock time/USD).

Por qué esquemas de alto orden?

Resultados para Re = 1.4 x 105



Dado un funcional C3 de entropía, 𝑆(𝑄) = −𝜌𝑠, y condiciones iniciales lo suficientemente 
suaves, 𝑄(𝑥, 0), para que las variables conservativas a tiempo 𝑡!, 𝑄(𝑥, 𝑡!), sean acotadas, es 
suficiente con que el funcional de entropía esté acotado. Esta relación se refleja mediante la 
expresión:

Ecuaciones de Euler y Navier-Stokes compresibles 
(uno los problemas del milenio del Clay Mathematics Institute)

Dafermos 2010; Svärd 2013.

Hessiano a tiempo final 𝒕𝒇
Constante (acotada)

Dominio donde se resuelve la PDE

Por qué la estabilidad de entropía?



SSDC solver desarrolado en KAUST

Por qué la estabilidad de entropía?

Galerkin Discontínuo (DG) 
colocado – probablemente la 
mayoría de los solvers DG.

Precisión

Tamaño de la malla

SSDC

Galerkin Discontínuo 
(DG) colocado, Split 
Form (Kennedy -
Gruber).



El método de energía/entropía y el
esquema de sumatoria por partes
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• Es un método sistemático para diseñar nuevos esquemas con propiedades demostrables
(estable, conservativo, preciso, etc.).

• Simple: Requiere conocimientos básicos de algebra lineal/cálculo para realizar las 
pruebas.

• Discretización agnóstica (diferencias finitas, volúmenes finitos, elementos finitos
contínuos y discontínuos, reconstrucción de flujo, etc.).

• Permite la construcción de operadores miméticos (consistencia matemática/física).

El esquema de sumatoria por partes (SBP)



Conceptos importantes: 

1. Probar estabilidad al nivel contínuo (la norma de la solución debe estar acotada por los datos
del problema).

2. Usar el esquema SBP para “imitar” término a término el análisis del punto 1!

Ingredientes clave:

1. El método de energía/entropía.

2. Operadores SBP/SAT.

El esquema de sumatoria por partes (SBP)



• Simple metodología para construir estimaciones.

• Puede utilizarse tanto a nivel contínuo como a nivel discreto.

Ejemplo: ecuación de advección

El método de energía/entropía



1. Multiplicar la PDE por la solución, U x, t , e integrar en el espacio:

2. Usar la regla de integral por partes para el término espacial:

3. Luego, regla de la cadena, seguida por la regla de Leibniz para el término temporal:

El método de energía/entropía



4. Integrando en el tiempo y aplicando las condiciones de borde e iniciales:

Por lo tanto, estable.

Pregunta: Podemos replicar este análisis a nivel semi-discreto?

El método de energía/entropía



Contruimos el operador SBP de la siguiente manera:

1.

2.

3.

4.

Mimético!

Operadores SBP

Los operadores SBP aparecieron en el contexto de los métodos de diferencias finitas. Aquí, 
usamos el método de Galerkin Discontínuo (DG) colocado con la propiedad SBP. 



PDE (a nivel contínuo)Forma Semi-discreta

Operadores SBP

Término de condiciones de bordeOperador SBP



Aplicando el método de energía a la ecuación de advección:

Término con las condiciones de borde

Si el término “bc” se construye apropiadamente,

Nivel semi-discreto

Nivel Contínuo

Operador SBP + método de energía




