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Se sabe que si ||f]], = ([, [f(¥) |de)1/P < oo (f € LP(R")), entonces

1/p
([ mrora)  <ci,

sil <p < oo.
Respecto de I,,, sabemos que si f € LP(IR"), entonces

1/q
([ basoiras)  <cli

paraelrango | < p <n/ayl/q=1/p— «a/n.



INTRODUCCION

Parap = n/q, esto es g = 00, se sabe que

ef o = sup ﬁ / 1af () — (Uaf)aldy < Cllfll/e
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ESPACIO LIPSCHITZ IL(0)

Para 0 < ¢ < 1 el Espacio Lipschitz IL(0) de parametro ¢ se define como el
de aquellas funciones b para las cuales existe una constante positiva C tal que

1
|16l |s5) = Slép (oo /Q |b(x) = boldx < C,
n - L
donde Q C R" esuncuboy bg = 15 [, b.

Para el caso especial § = 0, el espacio IL(0) coincide con el espacio de
funciones de oscilacion media acotada, BMO.



RESULTADOS DE CARACTERIZACION

La charla es un resumen acotado del trabajo de Pradolini y Ramos en [2], en
el que se muestran diferentes acotaciones de conmutadores que caracterizan
una version variable de espacios Lipschitz a los que pertenecen sus simbolos.
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ESPACIO DE LEBESGUE DE EXPONENTE VARIABLE [/()

Para una funcién medible p : R” — [1, c0) se definen

p~ = inf p(x) pt = sup p(x)
x€R? <CR"

Diremos que p € P(R") si 1 < p~ < pT < oo para casi todo R". Mientras
que P ¢(R") denota la clase de funciones p € P(IR") para la que existe una
constante positiva C que verifica

C
LH, - () =PO)| < e T T R =y

x,y € R".

LHx : IP(x) = Pos| < xeR",

log(e + [x])’

para alguna constante po.
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ESPACIO DE LEBESGUE DE EXPONENTE VARIABLE [/()

El espacio de Lebesgue de exponente variable, ("), se define como aquel de
funciones medibles f definidas sobre IR" para las que existe una constante
positiva A tal que el funcional modular convexo

o0 = [ I/

es finita.

Se sabe que si p € P¢(IR") entonces el operado maximal de

Hardy-Littlewood,
MF(x) = sup = / i
0>x |Q‘

estd acotada sobre 1.0,



SOBRE LOS OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND

Un operador de Calder6n-Zygmund, T, se define como

TF(x) = v.p. / K(x— )/ ()dy,

donde el nicleo K # 0 es homogéneo de grado n, esto es
K(x) = |x|7"K(x/|x|), ademds K € C=($"" )y [, ., K =0.



DE LOS CONMUTADORES.

Dada una funcién localmente integrable b definida sobre R” y un operador
T, se define su conmutador C;, como

Cuf (x) = b(x)Tf (x) = T(bf) (x) = / K(x = y)(b(x) = b(y))f () dy.



UN RESULTADO DE CARACTERIZACION DE LL(4)

TEOREMA

Sea 0 <6 <1, r(-)yq(-) dos exponentes tales que 1/r(-) — 1/q(-) = &/n,
r € Plos(R") y rt < n/§, entonces

Cp: L' — 110)] siy slo si, b € L(9).
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DOS LEMAS PARA UN RESUMEN DE LA PRUEBA.

Existen varios resultados de los espacios cldsicos L7 que se generalizan a los
L7") uno de ellos es la desigualdad de Hélder , esta dice que si p € P(R")

y 1/p(-) + 1/p'(-) = 1 entonces

[ < Ul el
LEMA
SibelL(@0)yl<p<n/dyl/q=1/p—d/nresulta

ICuf1ly < ClIbllLia)[F1lp-

LEMA

Si0<d<nyreP(R"), conrt <n/dyq(")tal que
1/q(:) — 1/r(:) = §/n, entonces,

[1sf 114y < ClIfllrcy-
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RESUMEN DE LA PRUEBA

e Para la ida suponemos que Cj, lleva el L'(") a L4(),

@ Utilizamos las hipdtesis de la regularidad del nicleo K, y en un entorno
de un punto, reescribimos

1 .
— = age™*.
K(2) g:o

@ Utilizando la homogeneidad del nicleo, cuestiones gemométricas y
algebrdicas, podemos llegar a

/Q Ib(x) — Byldr = C S // (b(x) — b())K(x — y)fi (e ()5 x)dyelx

>1

<cYlal [ It

>1

con fi(y) = e/ X (y), Iy (x) = ™ /D¥ X (x) y
s(x) = sgn(b(x) — by).
I
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@ Por la desigualdad de Holder y la hipdtesis obtenemos

/ ICafldx < ClICllaeo 1ol .

@ Utilizando la relacién 1/r(-) — 1/¢(-) = &/n, la desigualdad de Holder
y el primero de de los Lemas mencionados resulta

/ 1b(x) — boeldx < C(|a| + 105/ Q|1 +6/7,
(¢

par aun z; € R” fijo y tomando supremo sobre Q obtenemos que
b e L(9).



RESUMEN DE LA PRUEBA

e Para la vuelta suponemos que b € () y f € L") (R"). El caso § = 0
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RESUMEN DE LA PRUEBA

e Para la vuelta suponemos que b € () y f € L") (R"). El caso § = 0
fué probado en [1]. Cuentas andlogas a la prueba de uno de los lemas
antes mencionados, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades

G ()] < / Ib(x) — BO)IK(x — 3)IIFO)ldy
< Cllbllw) / e — 3 — ) ldy = ClIbl oy s (F1) ().

@ Luego utilizando el Lema de acotacion de la integral fraccionaria,
Is : ') — L90) se culmina la prueba del primer Teorema.
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OTROS RESULTADOS DE CARACTERIZACION.

SipePls(R")yBestalque l < B<p~ <px)<pt< (n )+ y
6(-)/m=1/8—1/p(-), definimos el espacio L(d(-)) como aquel de las
funciones medibles f tales que

1
11 lcs zsup—/[f—f3|<oo.
COF =5 BB Xl S

En [3] obtienen condiciones sobre el exponente p para la acotacion de la
integral fraccionaria I de /() aIL(6(-)). Nosotros obtenemos un resultado
de caracterizacién de IL(4(+)) en términos de la acotacién de Cj, mas
especificamente

TEOREMA

Sea0 < 46(-) < 1, p,r € P8(R") con p(x) > poo ctpy 1 < B < p~ tal que
1/r(x) —1/q(x) = 0(x)/n=1/8 — 1/p(x) con sup, r(x)d(x) < n, entonces
Cp: L' — L90) siy sélo sib € L(6()) y [|Cof () < 0o paraf € |48
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SOBRE ACOTACIONES DESDE LOS ESPACIOS DE

LEBESGUE A LOS LIPSCHITZ

El siguiente muestra condiciones suficientes sobre el simbolo de Cj, para que
resulte acotado entre espacios de Lebesgue y Lipschitz

TEOREMA

Seanp,qyrenP%(R") y1 < B <p~ conps <p(-), ¢" <r,

0 < 3() = n/B —nfp() < 1,0 < 8() = n/B — n/g() < 1 tal que
8()/n=238()/n—1/r(-)yb e LL(6(-)). Si existe n tal que 6 <n < 1yel
niicleo K del operador T satisface

e = X"

[K(x—y) =KX = )|+ [K(y —x) —K(y = x)| < Cmv

si [x — y| > 2|x — x'|, entonces Cj, : L'0) — L(5(-)).
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OPERADORES DEL TIPO FRACCIONARIO 7T“ PARA

O<a<n

Trabajamos ahora con operadores del estilo
r) = [ K- 00y
Rn

Con K homogéneo de grado —(n — «), esto es

x—y)

K (x — = Clx — —(n—a)Ka
[K*(x —y)| = Clx —y| (|x7y|



CONDICION DE REGULARIDAD DE K*

Pediremos también la siguiente condicidn de regularidad sobre el niicleo K

e —x'|"

« (. « « /
[K*(x—y) = K*(x" = y)| + [K*(y —x) = K (y—X)ISCW7

sijx—y|>2x—xy0<n<l1.



T - 1P0) < 14C)

Bajo estas condiciones es fécil ver que |T%f(x)| < CI,(|f|)(x), donde I, es
la integral fraccionaria

Iof () = / |xf<yy|)mdy,

por lo que obtenemos que T : L) — L9() siempre que

1/p(-) = 1/q(-) = a/n.



EL CONMUTADOR DE T¢

Denotamos con C al conmutador del operador 7% definido como

Cif (x) = b(x)Tf (x) — T (bf) (x)



EL CONMUTADOR DE T¢

Denotamos con C al conmutador del operador 7% definido como

Cif (x) = b(x)Tf (x) — T (bf) (x)

Otro resultado de caracterizacién de IL(d(-)) es el siguiente

TEOREMA

Sead < a<mnp qgyren plog(Rn)’ conp(') > Poo ysea l < ﬂ <p tal
que 0 < 1/8—1/p(-) =6(-)/n=1/r(-) —a/n—1/q(-) < 1. Sea
Mo < n < 1, entonces

Cy L' — L10) 5ii b € L(6(-)) ¥ [|C2flg() < oo




OTROS RESULTADOS

Un tipo de acotacién diferente de Cj' también nos provee de una condicion
necesaria para estar en el espacio lipschitz.



OTROS RESULTADOS

Un tipo de acotacién diferente de Cj' también nos provee de una condicion
necesaria para estar en el espacio lipschitz.

TEOREMA

Sea 0 < o < n, pyrenPP(R"), conpo < px), reo < r(x) <rt <n/a,
yseal < B <p .Sea0<d()/n=1/0+1/p(:)<1ly
0<6(-)=a+d(-)—n/r(-) < 1. Supongamos que existe 1 tal que
méx{no, a+1—n/r } <n < 1.8SibcL(0(-)), entonces

Cg L0 L(5(-)).




UNA ACOTACION DEL CONMUTADOR DE [,

Para el caso particular de que 6~ = 0 el Teorema anterior resulta ser una
version generalizada al contexto variable de un resultado conocido para el
conmutador I, ;, de la integral fraccionaria.

COROLARIO

Si T® = I, denota el operador integral fraccionaria para 0 < o < n, bajo
las mismas hipotesis que el Teorema anterior obtenemos que

Loy : L' = Lia+6() —n/r()),

donde 1, ;, denota al conmutador de 1.
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