
CARACTERIZACIÓN DE ESPACIOS LIPSCHITZ
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INTRODUCCIÓN

Dos operadores importantes

Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Mf (x) = sup
B3x

1
|B|

ˆ
B
|f |.

Operador integral fraccionaria

Iαf (x) =

ˆ
Rn

f (y)

|x− y|n−α
dy,

con 0 < α < n.

[2]
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Dos operadores importantes

Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Mf (x) = sup
B3x

1
|B|

ˆ
B
|f |.

Operador integral fraccionaria

Iαf (x) =

ˆ
Rn

f (y)

|x− y|n−α
dy,

con 0 < α < n.

[2]



INTRODUCCIÓN
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INTRODUCCIÓN

Se sabe que si ||f ||p =
(´
Rn |f (y)|pdy

)1/p
<∞ (f ∈ Lp(Rn)), entonces(ˆ

Rn
|Mf (y)|pdy

)1/p

< C||f ||p,

si 1 < p <∞.

Respecto de Iα, sabemos que si f ∈ Lp(Rn), entonces(ˆ
Rn
|Iαf (y)|qdy

)1/q

< C||f ||p,

para el rango 1 < p < n/α y 1/q = 1/p− α/n.
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INTRODUCCIÓN

Para p = n/α, esto es q =∞, se sabe que

||Iαf ||BMO = sup
B

1
|B|

ˆ
B
|Iαf (y)− (Iαf )B|dy ≤ C||f ||n/α



ESPACIO LIPSCHITZ L(δ)

Para 0 < δ ≤ 1 el Espacio Lipschitz L(δ) de parámetro δ se define como el
de aquellas funciones b para las cuales existe una constante positiva C tal que

||b||L(δ) = sup
Q

1
|Q|1+δ/n

ˆ
Q
|b(x)− bQ|dx < C,

donde Q ⊂ Rn es un cubo y bQ = 1
|Q|
´

Q b.

Para el caso especial δ = 0, el espacio L(0) coincide con el espacio de
funciones de oscilación media acotada, BMO.
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RESULTADOS DE CARACTERIZACIÓN

La charla es un resumen acotado del trabajo de Pradolini y Ramos en [2], en
el que se muestran diferentes acotaciones de conmutadores que caracterizan
una versión variable de espacios Lipschitz a los que pertenecen sus sı́mbolos.



ESPACIO DE LEBESGUE DE EXPONENTE VARIABLE Lp(·)

Para una función medible p : Rn → [1,∞) se definen

p− = ı́nf
x∈Rn

p(x) p+ = sup
x∈Rn

p(x)

Diremos que p ∈ P(Rn) si 1 < p− ≤ p+ <∞ para casi todo Rn. Mientras
que P log(Rn) denota la clase de funciones p ∈ P(Rn) para la que existe una
constante positiva C que verifica

LH0 : |p(x)− p(y)| ≤ C
log(e + 1/|x− y|)

, x, y ∈ Rn.

LH∞ : |p(x)− p∞| ≤
C

log(e + |x|)
, x ∈ Rn,

para alguna constante p∞.
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ESPACIO DE LEBESGUE DE EXPONENTE VARIABLE Lp(·)

El espacio de Lebesgue de exponente variable, Lp(·), se define como aquel de
funciones medibles f definidas sobre Rn para las que existe una constante
positiva λ tal que el funcional modular convexo

ρ(f/λ) =

ˆ
Rn
|f (x)/λ|p(x)dx,

es finita.

En Lp(·) se definte la norma tipo Luxemburg

||f ||p(·) = ı́nf{λ > 0 : ρ(f/λ) ≤ 1}.

Se sabe que si p ∈ P log(Rn) entonces el operado maximal de
Hardy-Littlewood,

Mf (x) = sup
Q3x

1
|Q|

ˆ
Q
|f |,

está acotada sobre Lp(·).
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SOBRE LOS OPERADORES DE CALDERÓN-ZYGMUND

Un operador de Calderón-Zygmund, T , se define como

Tf (x) = v.p.
ˆ

K(x− y)f (y)dy,

donde el núcleo K 6= 0 es homogéneo de grado n, esto es
K(x) = |x|−nK(x/|x|), además K ∈ C∞(Sn−1) y

´
Sn−1 K = 0.



DE LOS CONMUTADORES.

Dada una función localmente integrable b definida sobre Rn y un operador
T , se define su conmutador Cb como

Cbf (x) = b(x)Tf (x)− T(bf )(x) =

ˆ
K(x− y)(b(x)− b(y))f (y) dy.



UN RESULTADO DE CARACTERIZACIÓN DE L(δ)

TEOREMA

Sea 0 ≤ δ < 1, r(·) y q(·) dos exponentes tales que 1/r(·)− 1/q(·) = δ/n,
r ∈ P log(Rn) y r+ < n/δ, entonces

Cb : Lr(·) ↪→ Lq(·), si y sólo si, b ∈ L(δ).



DOS LEMAS PARA UN RESUMEN DE LA PRUEBA.

Existen varios resultados de los espacios clásicos Lp que se generalizan a los
Lp(·), uno de ellos es la desigualdad de Hölder , esta dice que si p ∈ P(Rn)
y 1/p(·) + 1/p′(·) = 1 entoncesˆ

|fg| ≤ C||f ||p(·)||g||p′(·).

LEMA

Si b ∈ L(δ) y 1 < p < n/δ y 1/q = 1/p− δ/n resulta

||Cbf ||q ≤ C||b||L(δ)||f ||p.

LEMA

Si 0 < δ < n y r ∈ P log(Rn), con r+ < n/δ y q(·) tal que
1/q(·)− 1/r(·) = δ/n, entonces,

||Iδf ||q(·) ≤ C||f ||r(·).
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RESUMEN DE LA PRUEBA

Para la ida suponemos que Cb lleva el Lr(·) a Lq(·).

Utilizamos las hipótesis de la regularidad del núcleo K, y en un entorno
de un punto, reescribimos

1
K(z)

=
∑
k≥0

akeivkz.

Utilizando la homogeneidad del núcleo, cuestiones gemométricas y
algebráicas, podemos llegar a
ˆ

Q
|b(x)− b′Q|dx = C

∑
k≥1

ak

¨
(b(x)− b(y))K(x− y)fk(y)hk(x)s(x)dydx

≤ C
∑
k≥1

|ak|
ˆ
|Cbfk(x)|dx,

con fk(y) = e−ivk(ε/l)yXQ′(y), hk(x) = eivk(ε/l)xXQ(x) y
s(x) = sgn(b(x)− bQ′).
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de un punto, reescribimos

1
K(z)

=
∑
k≥0

akeivkz.

Utilizando la homogeneidad del núcleo, cuestiones gemométricas y
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RESUMEN DE LA PRUEBA
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ˆ
|Cbfk(x)|dx ≤ C||Cbfk||q(·)||XQ||q′(·).

Utilizando la relación 1/r(·)− 1/q(·) = δ/n, la desigualdad de Hölder
y el primero de de los Lemas mencionados resulta

ˆ
Q
|b(x)− bQ′ |dx ≤ C(|z1|+ 1)n(1+δ/n)|Q|1+δ/n,

par aun z1 ∈ Rn fijo y tomando supremo sobre Q obtenemos que
b ∈ L(δ).
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RESUMEN DE LA PRUEBA

Para la vuelta suponemos que b ∈ L(δ) y f ∈ Lr(·)(Rn). El caso δ = 0
fué probado en [1]. Cuentas análogas a la prueba de uno de los lemas
antes mencionados, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades

|Cbf (x)| ≤
ˆ
|b(x)− b(y)||K(x− y)||f (y)|dy

≤ C||b||L(δ)
ˆ
|x− y|δ|x− y|−n|f (y)|dy = C||b||L(δ)Iδ(|f |)(x).

Luego utilizando el Lema de acotación de la integral fraccionaria,
Iδ : Lr(·) → Lq(·), se culmina la prueba del primer Teorema.



RESUMEN DE LA PRUEBA

Para la vuelta suponemos que b ∈ L(δ) y f ∈ Lr(·)(Rn). El caso δ = 0
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OTROS RESULTADOS DE CARACTERIZACIÓN.

Si p ∈ P log(Rn) y β es tal que 1 < β ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < nβ
(n−β)+ y

δ(·)/n = 1/β − 1/p(·), definimos el espacio L(δ(·)) como aquel de las
funciones medibles f tales que

||f ||L(δ(·)) = sup
B

1
|B|1/β ||XB||p′(·)

ˆ
B
|f − fB| <∞.

En [3] obtienen condiciones sobre el exponente p para la acotación de la
integral fraccionaria Iα de Lp(·) a L(δ(·)). Nosotros obtenemos un resultado
de caracterización de L(δ(·)) en términos de la acotación de Cb, mas
especı́ficamente

TEOREMA

Sea 0 ≤ δ(·) ≤ 1, p, r ∈ P log(Rn) con p(x) ≥ p∞ ctp y 1 < β ≤ p− tal que
1/r(x)− 1/q(x) = δ(x)/n = 1/β − 1/p(x) con supx r(x)δ(x) < n, entonces
Cb : Lr(·) ↪→ Lq(·) si y sólo si b ∈ L(δ(·)) y ||Cbf ||q(·) <∞ para f ∈ Lr(·)
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SOBRE ACOTACIONES DESDE LOS ESPACIOS DE

LEBESGUE A LOS LIPSCHITZ

El siguiente muestra condiciones suficientes sobre el sı́mbolo de Cb para que
resulte acotado entre espacios de Lebesgue y Lipschitz

TEOREMA

Sean p, q y r en P log(Rn) y 1 < β < p− con p∞ ≤ p(·), q+ < r−,
0 < δ(·) = n/β − n/p(·) ≤ 1, 0 ≤ δ̃(·) = n/β − n/q(·) ≤ 1 tal que
δ̃(·)/n = δ(·)/n− 1/r(·) y b ∈ L(δ(·)). Si existe η tal que δ̃+ < η ≤ 1 y el
núcleo K del operador T satisface

|K(x− y)− K(x′ − y)|+ |K(y− x)− K(y− x′)| ≤ C
|x− x′|η

|x− y|n+η
,

si |x− y| ≥ 2|x− x′|, entonces Cb : Lr(·) ↪→ L(δ̃(·)).
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OPERADORES DEL TIPO FRACCIONARIO Tα PARA

0 < α < n

Trabajamos ahora con operadores del estilo

Tαf (x) =

ˆ
Rn

Kα(x− y)f (y)dy

Con Kα homogéneo de grado −(n− α), esto es

|Kα(x− y)| = C|x− y|−(n−α)Kα(
x− y
|x− y|

)
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CONDICIÓN DE REGULARIDAD DE Kα

Pediremos también la siguiente condición de regularidad sobre el núcleo Kα

|Kα(x− y)− Kα(x′ − y)|+ |Kα(y− x)− Kα(y− x′)| ≤ C
|x− x′|η

|x− y|n−α+η
,

si |x− y| ≥ 2|x− x′| y 0 < η ≤ 1.



Tα : Lp(·) ↪→ Lq(·)

Bajo estas condiciones es fácil ver que |Tαf (x)| ≤ CIα(|f |)(x), donde Iα es
la integral fraccionaria

Iαf (x) =

ˆ
f (y)

|x− y|n−α
dy,

por lo que obtenemos que Tα : Lp(·) ↪→ Lq(·) siempre que
1/p(·)− 1/q(·) = α/n.



EL CONMUTADOR DE Tα

Denotamos con Cαb al conmutador del operador Tα definido como

Cαb f (x) = b(x)Tαf (x)− Tα(bf )(x)

Otro resultado de caracterización de L(δ(·)) es el siguiente

TEOREMA
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que 0 ≤ 1/β − 1/p(·) = δ(·)/n = 1/r(·)− α/n− 1/q(·) < 1. Sea
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Cαb : Lr(·) ↪→ Lq(·) sii b ∈ L(δ(·)) y ||Cαb f ||q(·) <∞.
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Cαb : Lr(·) ↪→ Lq(·) sii b ∈ L(δ(·)) y ||Cαb f ||q(·) <∞.



OTROS RESULTADOS

Un tipo de acotación diferente de Cαb también nos provee de una condición
necesaria para estar en el espacio lipschitz.
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0 ≤ δ̃(·) = α+ δ(·)− n/r(·) ≤ 1. Supongamos que existe η tal que
máx{η0, α+ 1− n/r−} < η ≤ 1. Si b ∈ L(δ(·)), entonces
Cαb : Lr(·) ↪→ L(δ̃(·)).
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UNA ACOTACIÓN DEL CONMUTADOR DE Iα

Para el caso particular de que δ̃− = 0 el Teorema anterior resulta ser una
versión generalizada al contexto variable de un resultado conocido para el
conmutador Iα,b de la integral fraccionaria.

COROLARIO

Si Tα = Iα denota el operador integral fraccionaria para 0 < α < n, bajo
las mismas hipótesis que el Teorema anterior obtenemos que

Iα,b : Lr(·) ↪→ L(α+ δ(·)− n/r(·)),

donde Iα,b denota al conmutador de Iα.
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